拓扑 


拓扑 学 是 研究 具有 连续 性 的 对 象 的 学 科 。 由 于 时 间 和 空间 都 具有 直观 上 的 连续 性 ， 所 以 
拓扑 学 有 重要 的 学 术 价值 . 如 果 把 拓扑 学 理解 为 研究 ( 拓扑 空间 的 ) 同 胚 变换 下 不 变 的 性 质 
的 学 科 ， 则 在 克 莱 因 的 观念 下 ， 拓 扑 学 可 以 看 作 几 何 学 的 一 个 分 支 ， 不 过 它 所 涵盖 的 对 象 非 
党 广泛. 从 这 个 意义 上 可 以 说 拓扑 学 是 最 一 般 的 几何 学 . 其 原因 是 同 胚 的 定义 不 需要 任何 经 
典 的 几何 概念 , 诸如 距离 、 直线 性、 线性 性 、 光 滑 性 等 , 它 所 需要 的 仅仅 是 维持 某 种 直观 上 明 
显 的 邻近 性 .拓扑 学 可 以 看 作 是 “橡皮 上 的 几何 学 >。 即 它 所 研究 的 是 几何 图 形 在 不 发 生 断 
殊 和 粘 合 的 连续 变换 下 不 变 的 性 质 . 这 里 的 所 谓 几 何 图 形 并 不 局 限于 通常 意义 下 的 图 形 . 一 
般 而 言 ， 拓 扑 空间 的 点 可 以 是 任 一 集合 中 的 元 素 ， 不 过 这 些 元 素 之 间 有 离 得 远近 的 关系 ， 
简单 的 拓扑 空间 是 通常 的 欧 几 里 德 空 间 以 及 其 中 的 图 形 . 

康 托 建立 了 集合 论 ( 1874 年 ) 之 后 , 人 们 探索 在 集合 ( 特别 是 函数 集合 ) 上 定义 元 素 间 远 
近 的 概念 ， 一 些 人 (特别 是 哈达 玛 (Hadqamard)(1865-1963)) 在 变 分 法 的 研究 中 开始 考虑 
连续 函数 的 集合 . 弗 雷 殉 (Frkchet)(1878-1973) 对 于 函数 空间 和 泛 函 分 析 做 出 了 黄 基 性 的 
贡献 . 在 他 的 博士 论文 ( 1906 年 ) 中 引入 了 现代 的 度量 空间 ( 即 距 离 空间 ) 的 定义 . 所 谓 “ 距 
离 ” 是 集合 上 的 一 个 实 值 二 元 函数 d, 满足 三 条 性 质 ， i) 对 称 性 ， 即 d(4,) = qd(B, 4); 
刘 ) 正定 性 ， 即 d(4,B) > 0, 且 d(4,B) = 0 当 且 仅 当 4 = 妃 ; 证 ) 三 角 不 等 式 ， 即 
d(4,C) < ad(4,B)+d(B,C). 度量 空间 也 是 自然 的 拓扑 空间 . 在 度量 空间 中 可 以 像 欧 几 
里 的 空间 中 一 样 定义 (“ 点 ”组 成 的 ) 序列 的 收敛 性 与 极限 点 .在 度量 空间 中 可 以 谈 一 个 点 
的 球形 邻 域 或 方形 邻 域 。 事实 上 ， 邻 域 的 概念 不 一 定 要 以 度量 为 前 提 ( 试想 而 且 橡 皮 上 的 几 
何 图 形 在 橡皮 变形 之 下 一 般 不 保持 距离 不 变 )， 现 今 的 拓扑 学 中 的 一 个 点 的 邻 域 就 是 包含 这 
个 点 的 一 个 “ 开 集 ”。 在 一 个 集合 中 如 果 有 一 组 开 集 ， 就 称 此 集合 为 一 个 拓扑 空间 ， 同 时 也 
称 这 组 开 集 给 出 了 此 集合 上 的 一 个 拓扑 。 开 集 是 由 三 条 性 质 定义 的 ， 即 i) 整个 集合 和 空 集 
都 是 开 集 ，jj) 任 一 多 个 开 集 的 并 集 仍 是 开 集 ， 这 ) 有 限 多 个 开 集 的 交 仍 是 开 集 . 开 集 的 补 
集 称 为 闭 集 . 用 闭 集 也 可 以 定义 拓扑 (利用 迪 摩 根 律 )， 当然， 在 这 种 广泛 的 定义 下 会 出 现 
很 多 离奇 的 拓扑 空间 . 

拓扑 学 按 内 容 考 虑 通常 分 为 点 集 拓 扑 和 代数 拓扑 ， 其 葛 基 人 分 别 是 豪 斯 道夫 (Haus- 
dor 引 ) (1868-1942) 和 庞 卡 莱 ， 


1. 点 集 拓 扑 学 . 紧 斯 道夫 在 1914 年 的 《点 集 论 纲要 》 一 书 中 引入 了 邻 域 的 概念 ， 从 而 
建立 了 抽象 拓扑 空间 的 完整 理论 . 他 所 定义 的 邻 域 要 满足 下 述 定义 性 质 ( 故意 避 开 度量 的 概 
念 )， ji 每 个 点 Z 含 于 至 少 一 个 邻 域 中 ( 称 此 邻 域 为 Z 的 邻 域 )， 这 ) 同一 个 Z 的 两 个 邻 
域 的 交 仍 是 2 的 邻 域 ， 这 ) 如 果 尽 是 2 一 个 邻 域 ， y E LV，L 必 包 含 9 的 某 个 邻 域 ， 
iv) 对 于 任意 两 个 不 同 的 点 ， 都 存在 这 两 个 点 邻 域 ， 它 们 的 交集 为 空 集 ， 具有 这 些 邻 域 的 集 
合 就 称 为 拓扑 空间 。 实 际 上 他 所 定义 的 拓扑 空间 是 现在 所 说 的 斯 道夫 空间 ， 

有 了 和 邻 域 的 概念 ， 就 可 以 定义 点 集 的 开 集 、 极 限 点 、 闭 集 、 紧 致 性 、 连 通 性 、 可 分 离 性 
等 基本 概念 .拓扑 空间 了 的 一 个 子 集 坟 称 为 一 个 开 集 ， 如 果 对 于 任意 的 ZE L, 都 存在 
2 的 一 个 邻 域 Uz, 满足 Un ES UL 设 9 是 了 的 一 个 子 集 ， 点 Z 称 为 9 的 极限 点 ， 如 果 
2 的 任意 邻 域 都 含有 中 的 点 。 如果 工 的 子 集 Y 包含 它 自身 的 所 有 极限 点 ， 则 Y_ 称 作 
一 个 闭 集 ( 容易 证 明 了 是 闭 集 当 且 仅 当 全 \ 站 是 开 集 )， 包 含 一 个 子 集 的 最 小 闭 集 ( 也 就 
是 包含 该 子 集 的 所 有 闭 集 的 交 ) 称 为 此 子 集 的 闭 包 . 一 个 拓扑 空间 称 为 紧 致 的 ( 列 紧 的 )， 
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如 果 它 的 任 一 无 穷 子 集 都 有 极限 点 (特别 地 ， 人 的 任 一 闭 集 都 是 紧 致 的 ( 子 空间 ) )， 例 如 
欧 几 里 德 直线 就 不 是 紧 致 的 . 一 个 拓扑 空间 人 称 为 连通 的 ， 如 果 无 论 以 任何 方式 将 了 分解 
为 两 个 真子 集 的 无 交 并 ， 至 少 有 一 个 子 集 含 有 另 一 个 子 集 的 极限 点 .例如 y = sin 寺 并 上 
% 轴 上 的 区 间 (一 1, 1) 是 连通 的 (也 可 以 将 (-1, 1) 换 成 [一 1 j)， 可 分 离 性 是 弗 雷 欢 在 早 
些 时 候 引 入 的 ， 它 的 含义 是 ， 可 数 子 集 的 闭 包 . 

拓扑 空间 之 间 的 联系 ( 象 一 般 的 集合 一 样 ) 是 由 映射 建立 的 . 对 于 拓扑 空间 而 言 , 最 有 用 的 
映射 是 连续 映射 (就 像 代 数 结构 之 间 的 映射 要 保持 运算 一 样 ). 拓扑 空间 的 映射 上 :工人 一 3 
称 为 连续 的 ， 如 果 对 于 任 一 ZE 了 以 及 jz) 的 任 一 邻 域 D, 都 存在 Z 的 一 个 邻 域 环 , 使 
得 FIT) C 7. 这 恰 是 用 s-6 语言 人 氢 述 函数 ( 在 整个 定义 域 上 ) 连续 性 的 推广 。 三 连续 通 
常 也 (等 价 地 ) 定义 为 ， 9 的 任 一 开 集 在 太 下 的 反 像 为 开 集 . 如 果 进 一 步 要 求 厂 是 双 射 ， 
并 且 广 :! 也 连续 ， 则 称 三 是 一 个 同 胚 . 此 时 说 全 和 3 是 同 胚 的 .在 拓扑 学 的 意义 下 ， 同 
胚 的 拓扑 空间 被 认为 是 一 样 的 . 拓扑 学 的 目的 就 是 研究 同 胚 映 射 下 的 不 变 的 性 质 。 上 面 说 过 
的 拓扑 空间 的 性 质 都 是 这 样 的 性 质 . 

弗 雷 区 提 出 了 一 个 自然 的 问题 : 抽象 的 拓扑 空间 与 度量 空间 究竟 有 多 大 的 差别 ? 乌 雷 松 
(Urysonh)(1898-1924) 在 他 去 世 一 年 后 发 表 的 一 篇 论文 中 证 明了 : 如 果 一 个 拓扑 空间 的 
任意 两 个 不 相交 的 闭 集 都 包含 在 两 个 不 相交 的 开 集 之 中 (这样 的 拓扑 空间 称 为 正规 空间 )， 
并 且 单 点 集 都 是 闭 集 ,， 则 在 此 空间 上 可 以 定义 一 个 度量 ( 而 且 按 度量 定义 的 拓扑 就 是 原来 的 
拓扑 ). 在 同一 年 发 表 的 另 一 篇 论文 中 , 他 证 明了 : 任 一 可 分 离 的 度量 空间 都 同 胚 于 希 尔 伯 特 
方 体 的 一 个 子 集 ( 所 谓 希 尔 伯 特 方 体 就 是 满足 0 < zi; < 了 的 无 穷 序列 Z = (Z1),72;……) 
的 集合 ， 并 且 像 通常 欧式 空间 一 样 定义 两 个 点 之 间 的 距离 ， 即 对 应 分 量 的 差 的 平方 和 的 平 
方 根 )。 于 是 可 分 离 的 正规 空 E 间 都 同 凸 于 希 尔 从 特 方 体 ， 

拓扑 空间 的 另 一 个 重要 概念 是 维 数 。 显然 不 能 用 一 一 对 应 为 维 数 相等 的 依据 ( 因为 康 托 
> 间 中 的 几何 
图 形 的 维 数 规定 为 该 图 形 上 的 点 的 坐标 中 独立 变化 的 最 大 数目 , 这 也 不 适用 于 一 般 的 拓扑 空 
间 。 1912 年 庞 卡 莱 给 出 了 维 数 的 归纳 定义 , 一 个 闭 的 连通 的 拓扑 空间 是 m 维 的 ,如 果 存 在 
一 个 风 一 工 维 的 闭 的 连通 的 子 空间 , 将 原来 的 空间 分 成 两 部 分 . 布 劳 维尔 (Brouwer)(1881- 
1966) 指出 这 个 定义 对 于 对 顶 的 锥 面 不 合适 , 因为 一 个 点 ( 0 维 ) 就 可 以 将 二 维 的 面 分 开 . 
门 格 尔 (Menger)(1902-?) 和 乌 雷 松 修改 了 庞 卡 莱 的 定义 ， 成 为 现在 的 样子 ， 即 ， 空 集 是 
=1 维 的 ; 归纳 地 ， 拓 扑 空间 中 的 一 个 点 已 处 的 局 部 维 数 被 定义 为 见 维 的 ， 如 果 存 在 书 
的 充分 小 的 邻 域 ， 此 邻 域 的 边界 是 刀 一 工 维 的 ( 邻 域 的 边界 是 邻 域 的 闭 包 减 去 邻 域 )。 一 个 
拓扑 空间 称 为 见 维 的 ， 如 果 它 在 各 点 处 的 局 部 维 数 都 不 超过 见 ， 并 且 至 少 在 一 点 处 的 局 部 
维 数 等 于 风 . 维 数 的 另 一 个 常用 的 定义 是 勒 贝 格 (Ledesgue) 给 出 的 ,他称 一 个 拓扑 空间 的 
维 数 为 避 ._ ， 如 果 即 是 具有 下 述 性 质 的 最 小 的 整数 : 任意 小 的 闭 子 集 组 成 的 整个 空间 的 有 限 
覆盖 中 ， 有 风 十 1 个 闭 子 集 交集 非 空 。 这 两 种 定义 在 欧 几 里 德 空间 的 情形 与 通常 的 定义 相 
符 ， 维 数 也 是 同 胚 不 变量 ， 维 数理 论 中 的 一 个 重要 结果 是 门 格 尔 定理 ， 任 意 一 个 m 维 紧 致 
的 度量 空间 都 同 胚 于 2m 十 1 维 的 欧 几 里 的 空间 的 某 个 子 集 ， 

通常 讲 来 ， 似 乎 曲线 是 一 维 拓扑 空间 。 但 是 曲线 不 能 这 样 定义 . 门 格 尔 和 乌 雷 松 把 曲线 
定义 为 一 维 的 连通 闭 集 ， ee 

关于 点 集 拓扑 有 上 百 个 的 概念 被 引入 。 究竟 它们 中 哪些 是 由 最 终 价 值 的 ， 数 学 家 们 似乎 
并 不 关心 ， ii 


1. 代数 拓扑 学 . 和 点 集 拓 扑 的 方法 不 同 ， 代 数 拓扑 ( 也 称 为 组 合 拓扑 ) 用 代数 的 方法 研 
究 拓 扑 不 变量 ， 特 别 是 拓扑 空间 的 同调 群 、 基 本 群 和 同 伦 群 .研究 过 程 中 经 常 将 拓扑 空间 章 
分 成 一 些小 的 部 分 的 组 合 . 

最 早 有 组 合 拓扑 的 观念 的 是 莱 布 尼 兹 ， 他 不 满意 坐标 几何 ， 认 为 坐标 几何 只 关心 量 ， 而 
他 希望 有 一 种 直接 表示 部 位 (例如 多 边 形 的 顶点 和 边 的 数目 ) 的 几何 。 篆 卡尔 在 1639 年 
已 经 知道 多 面体 的 一 个 组 合 性 质 ， 莱 布 尼 效 在 1675 年 也 知道 了 这 个 性 质 ， 即 现在 所 称 的 
(多 面体 的 ) 欧 拉 示 性 数 等 于 2 . 所 谓 欧 拉 示 性 数 是 指 多 面体 的 顶点 数 减 去 边 数 再 加 上 面 
数 (一 互 十 下 三 2). 欧 拉 在 1751 年 给 出 了 这 个 结果 的 证 明 。 1881 年 哥 西 给 出 了 另 一 
个 证 明 ， 他 用 到 了 现代 的 训 分 法 . 墨 比 乌 斯 (M6bius)(1790-1868) 建议 将 多 面体 的 表面 分 
成 三 角形 . 把 这 些 三 角形 的 边 适 当地 等 同 起 来 就 可 以 得 到 原来 的 多 面体 . 这 个 想法 在 后 来 的 
代数 拓扑 中 只 有 普遍 意义 的 。 他 还 认为 有 些 曲面 能 够 被 剪 开 ,， 例如 有 两 个 洞 的 环 面 可 以 在 剪 
开 后 变 成 一 个 空心 十 字 ， 这 两 种 几何 图 形 的 性 质 密切 相关 。. 

与 前 分 法 相关 的 问题 是 曲面 的 “ 侧 ”. 1858 年 墨 比 乌 斯 和 利 斯 廷 (Listing)(1806-1882)( 哥 
廷 根 的 物理 教授 ， 高 斯 的 学 生 ) 各 上 自 独立 地 发 现 了 单 侧 曲面 ( 形象 地 说 ， 即 在 此 曲面 上 刷 油 
漆 时 ， 刷 子 不 离开 曲面 就 可 以 将 整个 曲面 涂 遍 )， 其 中 最 著名 的 是 墨 比 乌 斯 带 ， 

另 一 个 与 诈 分 有 关 的 问题 是 图 论 中 的 四 色 问 题 ， 

对 于 组 合 拓扑 的 最 大 的 推动 力 来 自 于 现在 所 说 的 曲面 的 “连通 数 >。 直观 上 说 ， 一 个 闭 
曲面 成 为 即 连通 的 ， 如 果 该 曲面 上 有 允 个 洞 。 这 个 问题 的 重要 性 是 黎 曼 在 复 变 函数 论 的 研 
究 中 最 早 发 现 的 (牵涉 到 积分 与 路 径 的 关系 )。 黎 曼 在 1851 年 定义 的 连通 数 比 现代 所 说 的 
连通 数 多 1 .他 的 定义 是 : 如 果 (有 边界 的 ) 曲面 上 存在 刀 条 闭 曲 线 ， 它 们 不 能 将 曲面 分 
成 两 部 分 ， 但 是 再 任意 添上 一 条 闭 曲 线 就 能 把 曲面 分 成 两 部 分 ， 就 称 该 曲面 是 即 十 工 阶 连 
通 的 .例如 正方 形 (包括 内 部 ) 是 1 连通 的 ， 而 两 个 同心 圆 之 间 所 夹 的 部 分 是 2 连通 的 ， 
有 一 个 洞 的 环 面 ( 亏 格 为 1 ) 是 3 连通 的 。 克 利 福 德 (Cliford)(1845-1879) 证 明了 具有 
W 个 支点 ( 即 在 其 附近 的 环 路 上 天 数 的 解析 延 拓 会 产生 新 的 函数 的 点 ) 的 即 值 函数 的 黎 曼 
面 可 以 变换 成 挖 掉 了 = 光一 见 十 工 个 洞 的 球面 ， 1882 年 克 莱 因 将 此 模型 转化 为 具有 2 个 
柄 的 球面 (2 就 是 此 带 柄 球面 的 亏 格 ). 在 曲面 的 同 胚 分 类 问题 中 ， 一 个 重要 的 概念 是 “可 定 
向 ”。 一 个 曲面 称 为 可 定向 的 ,如 果 它 能 够 三 角 痢 分 , 并 且 存 在 所 有 三 角形 的 定向 , 使 得 相 邻 
的 三 角形 的 公共 边 的 方向 相反 . 例如 环 面 是 可 定向 的 ， 而 克 莱 因 瓶 ( 将 移 形 的 一 对 边 粘 合 ， 
另 一 对 边 反 向 烙 合 ) 是 不 可 定向 的 (进一步 ， 它 是 无 边 的 、 无 内 无 外 的 单 侧 曲面 )， 克 莱 因 
在 1874 年 证 明了 : 两 个 可 定向 的 (无边 的 ) 闭 曲面 同 豚 当 切 仅 当 它 们 的 亏 格 相等 ， 对 于 有 
边 的 闭 曲 线 ， 还 应 当 加 上 “ 边 的 条 数 ” 相 等 这 一 条 件 ( 有 边 情 形 的 这 一 结论 是 若 当 在 1866 
年 证 明 的 )， 

我 们 在 上 面 所 谈 到 的 都 是 有 关闭 曲面 的 理论 . 这 是 19 世纪 大 多 数 时间 里 代数 拓扑 的 主 
要 内 容 . 但 是 有 一 个 重要 的 例外 ， 就 是 贝蒂 (Betti)(1823-1892) 在 1870 年 的 工作 . 贝 攻 
认识 到 了 高 维 图 形 连 通 数 的 重要 性 . 他 推广 了 黎 曼 对 于 曲面 的 连通 数 的 概念 ， 归 纳 地 定义 了 
高 维 连通 数 。 例如， 一 个 即 维 图 形 中 2 维 连通 数 是 不 能 围 出 三 维 图 形 的 闭 曲面 ( 二 维 闭 子 
空间 ) 的 最 大 数目 .贝蒂 的 一 维 连 通 数 比 黎 曼 的 连通 数 少 1 . 他 证 明了 复 多 项 式 FzZ;, 2) 
得 复 零 点 集 (四维 实 图 形 ) 的 一 维 连 通 数 等 于 三 维 连 通 数 ， 

庞 卡 莱 被 认为 是 19 世纪 最 后 1/4 世纪 和 20 世纪 初 的 领袖 数学 家 ， 并 且 是 对 于 数学 及 
其 应 用 具有 全 面 知 识 的 最 后 一 个 人 . 他 的 研究 领域 涉及 数学 的 几乎 所 有 的 领域 以 及 物理 、 电 
仙 理 论 、 动 力学 、 流 体力 学 和 天 文学 ， 上 自然 科 学 是 他 研究 数学 的 动机 ， 


庞 卡 革 研究 了 上 面 提 到 的 贝蒂 考虑 的 四 维 实 图 形 的 的 结构 . 他 断定 系统 地 研究 一 般 九 维 
图 形 的 位 置 分 析 是 必要 的 。 开始 他 试图 用 图 形 的 解析 表示 建立 见 维 图 形 的 理论 ， 但 是 没有 
取得 重要 的 进展 . 于 是 他 转向 “ 流 形 ” 的 纯 几 何 理论 . “ 流 形 ” 是 黎 曼 曲面 的 推广 , 如 果 一 个 
图 形 的 每 一 个 点 都 有 一 个 同 胚 于 即 一 工 维 实心 际 的 内 部 ， 这 个 图 形 就 是 一 个 9 维 闭 流 形 . 
例如 球面 和 环 面 都 是 二 维 流 形 . 除了 闭 流 形 之 外 ,还 有 带 边 的 流 形 ， 例 如 立方 体 和 实心 球 都 
是 带 边 的 三 维 流 形 ,， 它 们 的 边 都 是 二 维 实 流 形 。 1895 年 庞 卡 莱 发 表 了 一 篇 基本 性 的 论文 ， 
1904 年 对 于 这 篇 论文 写 了 5 个 长 篇 的 补充 ， 其 中 的 第 一 篇 补充 中 给 出 了 他 的 最 后 方法 ， 即 
胞 腔 的 方法 . 后 来 布 劳 维尔 对 于 庞 卡 莱 的 概念 引入 了 标准 的 术语 ， 即 单 形 和 复 形 . 一 个 允 维 
单 形 就 是 一 个 刀 维 “三 角形 ”， 即 :一 维 单 形 是 一 个 线段 ， 二 维 单 形 是 三 角形 ， 三 维 单 形 是 
四 面体 ， ?7 维 单 形 是 具有 即 十 工 个 顶点 的 超 四 面体 ， 可 以 代表 它 的 用 即 十 1 个 顶点 的 字母 
来 表示 ， 例 如 aoal .…' an 单 形 去 掉 一 个 顶点 称 为 原来 单 形 的 一 个 面 。 一 个 复 形 是 指 一 组 
满足 下 述 两 个 条 件 的 有 限 多 个 单 形 ， ji) 任意 两 个 单 形 如 果 相 交 ， 则 交集 是 这 两 个 单 形 的 一 
个 公共 面 ; 辽 ) 单 形 的 面 仍然 是 复 形 中 的 一 个 成 员 . 直观 上 说 ， 复 形 是 可 以 痢 分 成 单 形 的 图 
形 . 

在 单 形 上 要 指定 一 个 定向 ， 两 个 顶点 相同 的 单 形 如 果 它 们 的 顶点 的 顺序 相差 一 个 偶 置 
换 ， 就 认为 它们 的 定向 相同 ， 和 否则 认为 定向 相反 ， 例 如 aoala2 与 aoa2al 就 是 定向 相反 
的 单 形 。 顶点 相同 的 单 形 ， 如 果 具 有 相同 定向 ， 则 看 作 是 相等 的 ， 否 则 认为 是 相反 的 . 例如 
CO0w102 一 一 Q0Q2CQ1 ， 

对 于 一 个 复 形 可 以 构 作 它 的 8& 维 单 形 的 形式 和 。 任 何 一 个 形式 和 称 为 一 个 8 维 链 . 复 
形 X 的 8 维 链 的 全 体 记 为 Ck(X) . 

对 于 一 个 复 形 从 的 8 维 单 形 aoal :… ak, 定义 它 的 边缘 为 


DOk(taoal ah) 二 > (-1)'(ao Qi_10i1 am] 


?一 0 


(例如 一 维 单 形 aoal 的 边缘 为 ui 一 ao). 称 2x 为 边缘 映射 . 将 蕊 线性 扩充 到 X 的 Ck( 蕊 ) 
上 , 就 得 到 由 Ck(X) 到 Cx_1(X) 的 上 映射, 仍 记 为 8 . 庞 卡 莱 把 在 边缘 映射 下 映 成 0 的 链 
称 为 闭 链 ， 两 个 闭 链 称 为 相关 的 ,如 果 它 们 的 差 是 某 个 高 一 维 的 链 的 边缘 .容易 证 明 这 种 相 
关 关系 是 一 个 等 价 关系 。 他 接着 证 明了 上 维 不 相关 的 闭 链 的 最 大 数目 就 是 大 维 贝 蒂 的 连通 
数 (为 了 纪念 贝蒂 , 庞 卡 莱 将 这 个 数 称 为 贝蒂 数 ), 例如 平面 上 两 个 同心 圆 所 夹 的 圆 环 的 0 维 
贝蒂 数 是 1 ， 这 因为 任 党 一 个 点 都 是 闭 链 ， 而 任意 两 个 点 的 差 都 是 某 条 弧 的 边缘 ,由 此 可 知 
偶数 个 点 的 形式 和 是 相关 的 ， 因 而 任意 奇数 个 点 都 和 一 个 点 相关 . 类似 地 ， 一 维 的 贝蒂 数 也 
是 1, 2 维 贝 蒂 数 为 0. 他 在 第 一 篇 和 第 二 篇 补充 说 明 中 给 出 了 用 和 邱 阵 的 初等 变换 计算 贝蒂 
数 方法 . 他 接着 把 欧 拉 示 性 数 推广 到 m 维 空间 及， 其 定义 为 N( 玉 ) = ” ,(-1)*saw; 其 
中 ok 为 天 的 大 维 单 形 的 个 数 .然后 他 证 明了 一 个 基本 的 公式 NW( 开 ) = 》， (一 1)sph， 
其 中 了 大 为 到 的 K 维 贝蒂 数 . 

庞 卡 莱 在 1899 年 的 论文 中 定义 了 大 维 挠 系数 的 概念 .如果 一 个 闭 链 不 是 边缘 ， 而 它 的 
的 若干 倍 是 边缘 ， 这 样 的 闭 链 称 为 挠 闭 链 。 大 维 挠 闭 链 的 全 体 在 Cx(X) 中 组 成 一 个 交换 
群 ， 这 个 交换 群 在 上 面 定义 的 “相关 ”关系 下 的 等 价 类 是 一 个 有 限 交换 群 ， 此 交换 群 的 初等 
因子 (一 组 有 限 多 个 正 整数 ) 称 为 上 维 挠 系数 ， 

到 了 1925 年 -1930 年 间 , 在 诺 特 的 建议 下 ,一 些 人 把 庞 卡 莱 关 于 复 形 的 理论 用 群 论 的 
语言 改写 出 来 . 详细 些 说 ， 前 面 所 说 的 Cr(X) 在 通常 的 加 法 下 构成 一 个 交换 群 ( 称 为 无 维 
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链 群 ); 边缘 映射 2 是 群 同 态 , 并 且 作 连续 两 次 边缘 映射 的 结果 是 零 映射 , 即 2 opk+l = 0. 
这 说 明 im ep+l 是 ker 6 的 子 群 。 (im kx+1 称 为 X 的 8 维 边缘 群 , 记 为 Bk(X) ， 
ker gp 为 和 的 太 维 闭 链 群 ， 记 为 和 (X)) ， 商 群 和 (XI)ABk(X) 称 为 X 的 无 维 同调 
群 ， 记 为 艳 ( 和 ) .。 它 是 有 限 生 成 的 交换 群 。 所 以 有 


有 丽 (X) 全 : 肠 必 六 逐 / 灵 1 乃 X……… 义 也/ 加 甩 ， 


其 中 如 1 | 太 2 | | ti 显然 全 是 各 的 让 维 贝蒂 数 ， 如 ) 是 X 的 丰 维 挠 系数 .同调 
群 是 代数 拓扑 中 最 重要 的 概念 . 


我 们 在 前 面 已 经 看 到 ( 像 门 格 尔 、 乌 雷 松 、 黎 曼 、 贝 蒂 所 作 的 那样 ) “边界 ”在 定义 维 
数 和 连通 数 中 的 重要 性 . 但 是 把 这 个 概念 用 适当 的 符号 表达 出 来 ， 进 而 对 于 这 些 符 号 定义 运 
算 ， 则 是 一 个 艰难 的 抽象 过 程 。 这 种 抽象 是 数学 的 精 要 所 在 . 

庞 卡 莱 ( 1895 年 ) 推广 了 上 面 提 到 的 贝蒂 的 工作 ， 得 到 了 对 偶 定 理 ， 即 9 维 可 定向 的 
闭 流 形 的 8 维 贝 蒂 数 等 于 允 一 上 维 贝 蒂 数 ， 但 他 的 证 明 并 不 完全 。 

庞 卡 莱 在 1895 年 的 论文 中 还 引进 了 拓扑 空间 的 基本 群 的 概念 所谓 基本 群 就 是 道路 的 
同 伦 等 价 类 在 连接 运算 下 构成 的 群 . 基本 群 (通常 不 是 交换 群 ) 也 能 反映 二 维 闭 曲面 的 连通 
数 以 及 高 维 图 形 的 某 些 高 维 性 质 . 

庞 卡 菜 遗 留 下 了 一 些 重要 的 猜测 .他 在 第 二 篇 补充 说 明 中 说 :如果 两 个 闭 流 形 有 相同 的 
贝蒂 数 和 挠 系数 ， 则 它们 就 同 胚 . 在 第 五 篇 补充 中 他 给 出 了 一 个 3 维 流 形 ， 其 贝蒂 数 和 挠 
系数 都 与 三 维 球 (四 维 实心 球 的 表面 ) 一 样 ， 但 不 是 单 联通 的 ， 于 是 他 又 将 单 连通 作为 一 
个 条 件 . 然后 又 指出 存在 贝蒂 数 和 挠 系数 都 相同 但 是 基本 群 不 同 的 的 三 维 流 形 。 亚 历 山 大 
(Alexander)(1888-1971) 证 明了 两 个 三 维 流 形 可 以 有 相同 的 贝蒂 数 、 挠 系数 和 基本 群 , 但 
是 不 同 胚 . 

在 庞 卡 莱 的 第 五 篇 补充 中 他 提出 了 著名 的 猜想 : 每 一 个 单 连通 、 闭 的 、 可 定向 的 三 维 流 
形 都 同 豚 与 三 维 球 ， 此 猜想 被 推广 为 : 每 个 单 连 通 的 闭 的 见 维 流 形 ， 如 果 具 有 即 维 球 的 
贝蒂 数 和 挠 系数 ， 则 同 胚 于 7 维 球 。 这 些 猜 想 都 叫做 庞 卡 莱 猜 想 . 对 于 刀 之 5， 斯 梅 尔 
(Smale) 斯 塔 灵 斯 (Stallings) 塞 曼 (Zeeman) 等 人 在 1960-61 年 间 证 明 ， 1982 年 弗 里 
德 曼 (Freedman) 对 于 光滑 的 4 维 流 形 也 证 明了 此 猜想 .据说 允 = 3 的 情形 不 久 前 已 被 
证 明 ， 但 还 没有 确切 报道 . 

同调 群 的 一 个 变种 是 上 同调 群 , 其 中 的 链 复 形 是 复 形 到 一 个 交换 群 (特别 是 整数 加 法 群 ) 
的 同 态 的 全 体 在 ( 边缘 映射 诱导 的 ) 上 边缘 下 构成 的 上 链 复 形 。 同调 论 的 公理 化 是 由 艾 林 伯 
格 (Eilenberg) 和 斯 蒂 因 诺 德 (Steennord) 在 二 十 世纪 40 年 代 完 成 的 。 同 调 代 数 起 源 于 
同调 论 ， 在 二 十 世纪 40 年 代 成 为 一 门 独 立 的 数学 分 支 ， 60 年 代 达 到 成 熟 ， 被 成 功 地 应 用 
于 数学 的 许多 分 支 。 

代数 拓扑 的 另 一 个 重要 分 支 是 同 伦 论 ， 它 与 同调 论 有 联系 密切 ( 例如 同 伦 等 价 的 复 形 的 
同调 群 相等 )， 同 伦 论 引起 代数 到- 理论 ， 

拓扑 学 除了 点 集 拓 扑 、 代 数 拓 扑 之 外 , 还 有 微分 拓扑 , 他 所 研究 的 拓扑 空间 是 微分 流 形 ， 
其 中 的 同 胚 映 射 是 可 逆 的 微分 映射 . 此 学 科 建 立 于 二 十 世纪 30 年 代 ， 与 数学 的 很 多 分 支 和 
物理 学 都 密切 相关 . 

许多 代数 结构 可 以 赋予 拓扑 结构 , 例如 实数 域 . 复数 域 有 自然 的 拓扑 ( 它们 是 距离 空间 ). 
这 导致 “拓扑 群 >、“ 拓 扑 环 ”、“ 拓 扑 域 ” 的 具有 拓扑 的 代数 结构 的 概念 ， 在 这 些 代 数 结构 
中 的 代数 运算 关于 它 上 面 的 拓扑 应 当 是 连续 的 . 我 们 看 一 个 不 平凡 的 例子 . 在 上 一 讲 我 们 提 
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到 过 汉 瑟 尔 引 入 的 p - 进 数 域 (p 为 素数 ) 。 这 种 数 域 以 有 理 数 域 上 的 所 谓 P - 进 绝对 值 为 
基础 .一 个 有 理 数 w 的 D - 进 绝对 值 |al， 定义 如 下 :|0l， = 0; 若 w 夭 0, 设 a = 克己， 
2+7nm; 则 lol = 2 容易 验证 它 满足 绝对 值 的 三 条 定义 性 质 ， ilal， 之 0, “= ”成 
立 当 且 仅 当 wa 三 0; 过 |ablp = |alzlolo; 二 ) la 十 bl < al 十 | 进一步 的 事实 是 : 在 
有 理 数 集合 上 满足 绝对 值 的 三 条 定义 性 质 的 函数 必 等 价 于 通常 的 绝对 值 或 者 某 一 个 P- 进 绝 
对 值 .两 个 有 理 数 之 间 的 距离 定义 为 它们 的 差 的 P- 进 绝 对 值 。 有理数 域 关 于 这 种 距离 的 完 
备 化 就 是 D - 进 数 域 . 


